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Resumo

O método do gradiente é fundamental em otimizacdo irrestrita. Ele baseia-se no fato de a direcdo de maior
decréscimo de uma fung@o continuamente diferencidvel ser a contraria ao de seu gradiente. Apesar de seu grande
uso em implementacdes, € demasiadamente lento préximo a solugdo. Estratégias de aceleramento incluem con-
trole do tamanho de passo e ajuste na direcdo. Em particular, uma variante, chamada q-gradiente, foi proposta na
literatura. Outra variante, o método do gradiente ponderado com atraso, aplica-se com admiravel sucesso a fungdes
quadraticas estritamente convexas, mostrando vantagens numéricas mesmo sobre o método dos gradientes conju-
gados. Também foram considerados os métodos do gradiente espectral e a generalizacdo de gradientes conjugados
para ndo quadraticas proposta por Hager e Zhang, CG-descent. Testes numéricos comprovaram que o método
gradiente ponderado com atraso tem um desempenho superior ao do método de gradientes conjugados classico,
para problemas cuja hessiana tem um nimero grande de n@o zeros. Ja para funcdes gerais, o melhor método é
o do gradiente espectral, tendo eficicia e velocidade superiores aos métodos do gradiente e CG-descent. Nesse
trabalho, comparamos, teérico e computacionalmente, os métodos citados. Ademais, analisamos uma adaptagio
do gradiente ponderado com atraso a problemas irrestritos gerais.

Palavras chaves: Programacgao Nao-Linear, Método do gradiente e variantes, Gradientes conjugados, gradiente

ponderado com atraso. Gradiente espectral.

1 Introducao

Nesta pesquisa, estamos interessados em resolver problemas de otimiza¢do da forma

Min {f(x); x € R"}, ()

onde f : R" — R é continuamente diferencidvel, e cujo gradiente em x é denotado por V f(x). A resolugéo de tais
problemas possui grande importancia na drea de otimizacgdo, devido a vérios pacotes computacionais eficientes
precisarem resolver subproblemas irrestritos.

Uma estratégia geral de otimizagdo é considerar um ponto inicial xo e aplicar um processo iterativo dado por

X1 = Xk + Ody, )
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onde k € o indice da iteragdo, x; € o vetor de varidveis, 0y > 0 é o comprimento do passo ou distancia percorrida ao
longo da direcdo de busca di. O tamanho do passo € normalmente determinado por busca inexata, como a condi¢do
de Armijo, que nos garante um decréscimo suficiente da func¢do. Para cada escolha de di temos um novo método.
Por exemplo, para dy = —V f(x;) chegamos ao cldssico método do gradiente ou de maxima descida.

Dentre os métodos estudados temos o do g-gradiente, onde substituimos o gradiente usual por uma outra no¢ao
de gradientes. Outro método, recentemente apresentado, é o gradiente ponderado com atraso (DWGM) que, assim
como o gradientes conjugados (CG), € aplicado a problemas quadraticos estritamente convexos e irrestritos. Sua
iteracdo inicial € como a do gradiente, e nas iteracdes seguintes € feita uma correcdo utilizando o iterando anterior
(atraso). Na secdo 5 discutiremos com mais detalhes os métodos considerados.

Este trabalho objetivou comparar os métodos citados acima e outras variantes do gradiente, tanto do ponto de
vista teérico quanto computacional, e estudar uma possivel adaptacdo do DWGM para problemas gerais.

Por fim, vale lembrar que este subprojeto se enquadra no projeto de “Métodos computacionais em otimizacao”,
sob registro PRPPG 9403/2019, no qual o orientador é coordenador. Um dos objetivos do projeto € o estudo de

novos modelos e métodos de resolugdo eficientes para diferentes problemas de otimizagao.

2 Objetivos

O objetivo geral desta pesquisa € comparar, tedrica e computacionalmente, métodos inspirados no esquema de

descida por gradiente. Os métodos inicialmente propostos para tal comparacdo foram: gradiente, g-gradiente,
DWGM e CG. Ainda, estudar possivel adaptagdo/comportamento do DWGM em problemas gerais. Para isso,

tracamos os seguintes objetivos:

1. Estudo/revisdo dos conceitos fundamentais de otimizagdo sem restricdes e dos métodos do gradiente e gra-

dientes conjugados de Hestenes e Stifel, dentre os textos de apoio estdo o livro [Ribeiro & Karas, 2013].

2. Estudo dos principais artigos cientificos sobre o tema proposto. Em especial [Andreani & Raydan, 2020],

[Gouvéa et al., 2016], [Oviedo Leon, 2019] e [Soterroni et al., 2011].

3. Implementacdo e testes numéricos a fim de comparar os diferentes métodos considerados na pesquisa.

Pretende-se realizar testes preliminares com um nimero reduzido de problemas-teste.

4. Analisar a adapta¢do/comportamento numérico do método do gradiente ponderado com atraso aplicado a
minimizacdo de fun¢des ndo lineares gerais. A iniciativa nao € tratada na literatura. No entanto, levando em
conta que o método de gradientes conjugados € aplicado com relativo sucesso a problemas gerais, hd uma

expectativa de que o novo método tenha um comportamento semelhante.

3 Embasamento Tedrico

Otimizacdo compreende um conjunto de operagdes por meio das quais busca-se minimizar ou maximizar uma
determinada funcdo, que chamaremos funcdo objetivo, sujeita ou ndo a uma séria de restricées. Muitos esfor¢os
tém sido empregados no desenvolvimento de métodos numéricos para resolver tais problemas, que cresceram com

o aumento da capacidade computacional. O problema de otimiza¢do pode ser definido como

Minimizar f(x) sujeito ax € Q C R". 3)
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Neste caso, f € a funcdo objetivo e Q o conjunto factivel, que em muitos dos casos € determinado por um conjunto
de equagdes e/ou inequagdes. Vale ressaltar que toda teoria é baseada em minimizar fungdes, pois maximizar uma
fun¢do f equivale & minimizar — f [Martinez & Santos, 1995].

Nesse trabalho, estamos interessados em estudar métodos de otimizagdo para problemas sem restricdes, ou
seja, consideramos Q = R”". Em tais problemas, nosso objetivo é determinar minimizadores locais de f(x), visto
que a busca por minimizadores globais ¢ dificil.

Dizemos que x* C R” é um minimizador local de f se f(x*) < f(x) para todo x em uma dada vizinhanca
de x*. Para que x* € R” seja minimizador local, ele deve satisfazer algumas condi¢Ges, chamadas condicdes de
otimalidade. Daremos apenas um destaque a condi¢do de otimalidade de primeira ordem, estabelecida no teorema

a seguir [Ribeiro & Karas, 2013]..
Teorema 1. Seja f : R" — R diferencidvel no ponto x* € R". Se x* é minimizador local de f, entdo Vf(x*) =0.

Aqui, o vetor V£ € o vetor gradiente de f, cujas componentes sao as derivadas parciais de f, ou seja,

_[or a3 o)

Vi) = TX] oxy Txn .

Com isso, a condigdo estabelecida no Teorema (1) garante que se um ponto x* for minimizador local da fungio
f, entdo x* serd solugdo do sistema V f(x) = 0. Os pontos que satisfazem essa condic¢@o sdo chamados de pontos
criticos ou estaciondrios de f, e vale observar que € epenas uma condi¢iio necessdria, ndo suficiente. Assim, se
Vf(x*) = 0 entdo x* é minimizador, maximizador ou nenhum dos dois. No iltimo caso, eles sdo chamados pontos
de sela.

Embora a condi¢do Vf(x) = 0 ndo seja suficiente, a resolucdo desse sistema faz parte de diversos métodos
de otimizagao irrestrita, pois, pela limitacdo computacional, nao se pode utilizar a definicdo de minimizador por
vizinhangas. Porém, V f(x) = 0 dificilmente é resolvido por métodos diretos. Usualmente sdo empregados pro-
cessos iterativos, em que a partir de um ponto inicial xp, geramos uma sequéncia {x;} C R” onde a fungdo f
decresca.

Um algoritmo bésico de otimizagdo irrestrita, muito conhecido na literatura, consiste em, a partir de cada ponto
obtido, determinar uma dire¢@o e dar um passo ao longo dela. Como o objetivo é minimizar a funcio f, € coerente
que a fun¢do decresga localmente na direcio escolhida. Chamamos uma dire¢do com tal propriedade de direcdo
de descida. Matematicamente, dizemos que d € R"\{0} é uma dire¢do de descida para f, a partir do ponto %,
quando existe 6 > 0 tal que f(¥+td) < f(%) para todo ¢ € (0,0). Outra maneira mais intuitiva de se definir uma
diregdo de descida, é através da seguinte condigdo suficiente [Ribeiro & Karas, 2013]: se Vf(x)'d < 0 entdo d é
uma dire¢@o de descida para f a partir de x.

Apds a escolha de uma direcdo de descida, é necessario definir o quanto caminhar, ou seja, determinar o
tamanho do passo que devemos dar. Métodos empregados para esse fim sdo chamados métodos de busca linear.
O que diferencia os métodos de otimizacdo irrestrita é a escolha da dire¢do de descida d e a forma com que é
calculado o tamanho do passo a ser dado.

O estudo de métodos de otimizacao irrestrita possui grande importancia na drea de otimizacao, visto que muitos
pacotes computacionais para otimizacgdo restrita necessitam resolver subproblemas irrestritos, além da existéncia

de importantes aplicagdes dos modelos irrestritos em si. Ao longo da pesquisa foram utilizados diversos artigos e
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livros. Dentre eles, vale ressaltar os livros de Ribeiro & Karas, 2013 e Nocedal & Wright, 2006, que foram usados
como base para revisao dos conceitos de otimizagdo sem restricdes, e estudo dos principais métodos de descida,
como o do gradiente para funcdes gerais e do gradientes conjugados para fun¢des quadraticas. Foram estudados
os métodos do gradiente, g-gradiente [Soterroni et al., 2011, Gouvéa et al., 2016], gradiente espectral [Raydan,
1997] e gradientes conjugados de Hager e Zhang [Hager & Zhang, 2005] para func¢des gerais, e o método dos gra-
dientes conjugados e gradiente ponderado com atraso [Oviedo Leon, 2019] para fun¢des quadraticas estritamente

convexas.

4 Metodologia

O desenvolvimento da pesquisa se deu por reunides remotas semanais com o orientador, em que foi discutido

a leitura dos artigos e possiveis dividas em implementacdes. A linguagem de programacao escolhida foi Julia
(https://julialang.org/) devido a ser uma linguagem de alto nivel e desempenho, e possuir diversos pacotes
voltados para andlise numérica e otimizagao.

Para a fase de testes numéricos foi utilizado o servidor do grupo de pesquisa, e os problemas testes obtidos das
bibliotecas [Gould et al., 2015] e [Davis & Hu, 2011]. Os resultados foram analisados e expostos em forma de
gréficos de perfis de desempenho em relaciio ao tempo computacional e nimero de iteragdes, sendo possivel fazer

uma boa comparacdo dos métodos estudados.

5 Resultados e Discussao

Além dos métodos indicados na concepcao do subprojeto, listados na secdo de objetivos, consideramos durante o
desenvolvimento do trabalho o método do gradiente espectral [Raydan, 1997] e uma generalizacdo do gradientes
conjugados chamada de CG-descent [Hager & Zhang, 2005]. A seguir descrevemos brevemente cada um dos

métodos considerados.

5.1 Meétodos para minimiza¢ao de funcoes gerais

5.1.1 Gradiente

Um dos métodos mais cldssicos para minimizar uma fun¢do é o método do gradiente [Ribeiro & Karas, 2013].
Neste método, a dire¢@o de descida é dada pela dire¢dao oposta ao do vetor gradiente. Ou seja, basta tomar em (2)

dr = —V f(x) e teriamos o processo iterativo abaixo

X1 = Xk — OV f (xx) €]

Tal escolha se deve ao fato de que, dentre todas as possiveis direcdes em que a fungdo decresce, a direcdo oposta
ao do gradiente é a de maior decrescimento, fazendo com que a escolha (4) seja razoavel ao se minimizar uma
funcio.

A convergéncia do método do gradiente € garantida tomando o tamanho de passo ¢ por busca inexata, como
a condi¢do de Armijo, que garanta um decréscimo suficiente da fung@o ao longo da direc@o dy. A seguir, apresen-
tamos o algoritmo associado ao método do gradiente conforme apresentado em [Ribeiro & Karas, 2013] usando

busca de Armijo com Backtracking.


https://julialang.org/
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Algoritmo 1 Método do gradiente com busca de Armijo

1: Dados: xo € R*, y€ (0,1),1 € (0, 1), tolerancia tol.

2: para |Vf(x;)|| > tol faca

3 de=—Vf(x),

4 Tamanho do passo por Armijo: og = 1

5 Reduza o até que f(xx + ogdy) < f(xx) + nowVf(xx)"d, utilizando Backtracking e interpolagio
quadratica

6 Xpy1 = X+ Ogdy,

7: k=k+1.

8: fim para

5.1.2 Q-gradiente

Nessa se¢do, apresentaremos o método do g-gradiente [Soterroni et al., 2011]. Para entendermos o método é
preciso definir o vetor q-gradiente, que de certa forma € similar ao vetor gradiente cldssico, mas em vez de usarmos
as derivadas parciais de primeira ordem mostradas no Calculo, usamos as g-derivadas parciais de primeira ordem
obtidas das Derivadas de Jackson, comumente referida como g-derivada. Inicialmente, apresentaremos a defini¢do
da g-derivada para o caso de fungdes de uma variavel e depois sua generalizacio.

Seja g : R — R continua e diferencidvel em x = 0, a g-derivada de g(x) (g # 1) é dada por

g(x) —g(qx) sex £0
Dyg(x) = (I—g)x ~ 7 (5)
g (0), sex=0.

Onde parametro g € normalmente fixado como um nimero real 0 < g < 1, mas pode ser qualquer nimero real
diferente de 1. Note que no limite, quando ¢ — 1, a q-derivada tende a derivada cldssica. Ou seja,

; . . X)—
limg_1 Dy g(x) = limy_ S = ltmyﬁxM =g'(x). (6)

(1—g)x x—y

Agora considere g(x) uma fungdo diferencidvel de n varidveis. Soterroni et al., 2011 definiu a g-derivada

parcial de primeira ordem de g(x) em relagdo a x; por

g(x17' coy XK= 15Xy Xip 1y e e e ax(nl) _g)(x17 ey Xi—1,G9Xi 5y Xip 1y - e 7xn) : se x; 7& O,q 7£ 1’
— )X

Dqﬁxig(x) = &g %4 (N

g(xl, NS VR T 735 7 IO o B caso contrdrio .

]
Além disso, dado um vetor g = (g1,¢2, - -.,9) € R" o vetor g-gradiente de g(x) é definido para ser o vetor das
n g;-derivadas parciais de primeira ordem:
T

V8() = Dy s)  Dyuslx) o Dyug)] - ®)

Com isso, podemos definir o Método de descida do g-gradiente para resolver (1). Basta tomar em (2) dy =

—V,f(xx) e terfamos o processo iterativo a seguir.

Xy = Xk — OV f (xx) 9
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O tamanho de passo o pode ser determinado por busca inexata, como a condi¢do de Armijo. Outra estratégia
usada é determinar os pardmetros ¢;(i = 1,...,n), a partir de niimeros aleatérios, extraidos de uma distribui¢do
log-normal com média it = 1 e desvio padrio o, e ao longo de cada iteragdo tomar 61 = 30} sendo 0 < 8 < 1.
Isso faz com que os valores de ¢; — 1 levando a V, f(xz) — Vf(xr). A convergéncia dos métodos variantes do
g-gradiente pode ser encontrada em [Gouvéa et al., 2016], onde pertubacdes gaussianas sao utilizadas. A seguir,
apresentamos o algoritmo associado ao método do g-gradiente conforme proposto em [Soterroni et al., 2011] com

busca pelo método de Armijo com Backtracking.

Algoritmo 2 Método do g-gradiente com busca de Armijo

1: Dados: xp e R, u=1,0p¢e B, 7€ (0,1),n € (0,1).

2: para |V f(x;)|]2 > tol faca

3: Gere as entradas do vetor ¢ = (¢1,¢2,...,¢,)" de uma distribuicdo log-normal, com média y e desvio
padrdo oy.

4: di = =V,f(x),

5: Tamanho do passo por Armijo: oy = 1

6: Reduza o até que f(xx + ogdy) < f(xx) + nowVf(xx) dy utilizando Backtracking e interpolagio
quadritica

7: X1 = Xk + Ody,

8 Ok =Poy

9: k=k+1.

10: fim para

5.1.3 Gradiente espectral

Nessa se¢do apresentaremos o método do Gradiente Espectral (SG), descrito em [Raydan, 1997], para problemas
de otimizag@o irrestrita da forma (1). O método SG inspira-se nos métodos quase-Newton tipo secante. Nesses

métodos, aplicamos o seguinte processo iterativo
Xir 1 :xk—(ka,:lVf(xk), (10)
onde a sequéncia de matrizes { By} satisfaz a equac@o secante
B 15k = i, (11)

sendo s; = xp — Xgr1 € Yk = Vf (k1) — VS (xx). No método SG assumiremos que a matriz By | possua uma

estrutura simples e satisfaca a Equag@o (11). De maneira mais especifica, impomos que
Biy1 = 01l (12)
sendo oy41 € R, entdo da equagdo (11) temos
Ok+15k = Yk- 13)

Repare que nio ha garantia de que a Eq. (13) possua solucdo, logo estamos interessados em determinar o Oy

que melhor a aproxima. Portanto, uma boa aproximagao para 0. € obtida a partir da solu¢do de um problema de
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quadrados minimos da forma Min {||osx — yx||3; o € R}, cuja solugio

T
Sk Yk
Orl = T (14)
Sk Sk

¢ facilmente calculada.
O método SG tem convergéncia garantida usando uma versdo modificada da condi¢do de Armijo, que realiza
uma busca ndo mondétona [Grippo et al., 1986] para o cdlculo do tamanho do passo oy. Ela requer decréscimo

suficiente de f(x) apenas em ciclos de itera¢des, ndo em toda iteragdo como na condic@o original.

5.1.4 Gradientes conjugados de Hager e Zhang

O método dos gradientes conjugados proposto por Hager & Zhang, 2005 (CG-descent), consiste em uma gene-

ralizagdo, para fungdes nido quadraticas, do classico método de gradientes conjugados (CG) . Tomando xp € R" e

dop = —V f(xp), o método consiste em utilizar o processo iterativo da Equag@o (2) tomando
deor = =V fl)+Bdr, (15)
T
By = TL ()’k—2dk ”ka||2> Vf(xkt1)s (16)
dk Yk dk Yk
onde || - || € norma Euclidiana e y, = V f(xx+1) — Vf(xx). O tamanho de passo oy é obtido por uma busca inexata

que cumpra as condi¢des de Wolfe, devido a, unicamente, Armijo ndo ser suficiente para garantir a convergéncia.
Nas condi¢des de Wolfe, além de exigir a condi¢cdo de Armijo, acrescenta-se uma condi¢do de curvatura, que
descarta a possibilidade da obtencdo de tamanhos de passo suficientemente pequenos.

Vale ressaltar que caso f(x) seja quadratica e o tamanho de passo 0y seja obtido minimizando a fungio ao
longo da diregdo dj, entdo terfamos que V f(x¢11)7 dy = dI Vf(x441) = 0, € 0 método se resumiria a0 método CG
classico. A demonstra¢do da convergéncia do método, para fun¢des ndo quadraticas gerais pode ser encontrada

em [Hager & Zhang, 2005].

5.2 Meétodos para minimizacao de funcoes quadraticas

Agora estamos interessados em resolver (1) considerando f : R” — R quadrdtica. Ou seja,

flx)= %xTAx —bx, 17)

onde b € R" e A € R"" sdo dados. A seguir apresentaremos métodos para resolver tais problemas.

5.2.1 Gradientes Conjugados

O método de gradientes conjugados é um caso particular do método de direcdes conjugadas [Ribeiro & Karas,

2013], que consiste em um método iterativo o qual estamos interessados em resolver o sistema

Cx=b, (18)
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onde C € R™" é simétrica e definida positiva (CT = C e x”Cx > 0 Vx # 0 € R"). Se considerarmos a matriz A
em (17) com as mesmas especificacdes de C, terfamos que f(x) é uma funcéo estritamente convexa e Vf(x) =
Ax — b = 0 é suficiente para resolvermos (1). Levando em conta que este método é muito conhecido na literatura,
faremos uma breve apresentacdo dos seus principais aspectos.

No método CG fazemos atualizacdes da direcao de busca levando em conta a propriedade de A-conjugacio.

De maneira mais especifica, dado xo € R" e dy = —V f(x¢) definimos

diy1 = —8it1 + Prdk, (19)

sendo

Al AV f(x1)
— , 20
B T Ad, (20)
que é determinado de modo que dy e di,| sejam A-conjugadas (i.€., dkTAdkH = 0). O célculo do B, dada por
(20), muitas vezes pode ser caro devido aos produtos matriz-vetor. Portanto, apresentamos outras maneiras de se

calcular este coeficiente. Uma delas € a proposta por Polak e Ribiere, dada por

pr _ V()" (Vf (k1) = Vi ()
‘ V()" V£ () '

ey

Outra € a definida por Fletcher e Reeves

rr _ V()" VS (i)
C V@)V ()

(22)

Vale ressaltar, que no caso em que a fungéo f é quadritica, temos 3 = ,f R — ﬁ,f R (Teorema (5.20) de [Ribeiro
& Karas, 2013]). Devido a f(x) ser uma funcéo estritamente convexa, o tamanho de passo o = min{f (x; +

ody); o € R} pode ser obtido de maneira exata anulando a derivada de f, obtendo assim

VS de

oy =
k dTAd,

(23)

O método dos gradientes conjugados é muito conhecido por sua convergéncia ser mais rapida que o método
do gradiente e ter um custo computacional inferior a0 método de Newton. Outra propriedade relevante é a sua
convergéncia finita, em no maximo n passos (na verdade, o nimero de autovalores distintos de A), quando se

minimiza uma quadratica definida em R".

5.2.2 Gradiente Ponderado com atraso

O método do gradiente ponderado com atraso (DWGM) [Oviedo Leon, 2019] é um método de dois passos, em que
¢é inicialmente feito uma iteracdo do método do gradiente, para algum tamanho de passo, e logo apds uma correcao

no ponto obtido. Sendo assim, a ideia do método é gerar uma sequéncia auxiliar {y;} da forma

Vi =Xk — 4V f(xp), 24
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Algoritmo 3 Método dos gradientes conjugados

1: Dados: A € R, b € R", xp € R" e uma tolerancia rol, faga go = V f(x0), do = —go
2: enquanto ||V f(x;)||2 > tol faca

3: wy = Ady,

4: Zk :dkTWk,
T
X

5: oy = — 5 k,

k
Xp1 = X + Oydy,

7: Sir1 =8k + zk (81 = Vf(Xkt1))

ﬁk — W{gkﬂ

: %

9: dk+1 = —8k+1 +ﬁkdk7
10: k< k+1.

11: fim enquanto

em que

o = min {||Vf(xx — aVf(xz))]

2; o0 >0€eR}. (25)
e, a partir disso, é feito uma correcdo em y; juntamente com o iterando x;_; (atraso), tomando
Xt = X—1 + Pk — Xk-1), (26)
sendo B dado por
B = min {||Vf(xe—1 + Bk —xe—1))[2: B € R} 27
E simples mostrar que os tamanhos de passo (25) e (27), para f(x) quadrética, sdo respectivamente

Vi) TAVS (%)

_ V(1) (Vf (1) = V(%))
V() TA2V f (xc) .

IV f(Gr—1) = VF)ll3

B =

O

O método do gradiente ponderado com atraso possui diversas propriedades, entre elas a convergéncia finita,
assim como o CG, em no maximo p iteragdes sendo p o nimero de autovalores na matriz A. Uma andlise tedrica
para 0o DWGM se encontra em [Andreani & Raydan, 2020], em que aborda diversas propriedades do DWGM,

inclusive sua convergéncia.

Algoritmo 4 Método do gradiente ponderado com atraso (DWGM)
Dados: A e R b e R",x_1 = x9,80 = Vf(xo),g_l =g0,k=0.

1:
2: para |V f(x;)||2 > tol faca
3: Wi =A§k,
Wy
4: Oy = i%wl;(,
5 Yk = Xp — 08k,
6 Tk = 8k — QW
. 8l (ske1—n)
T Be=T T o
8 Xyt = X1+ Bk —x—1),
D 8kt = 8k—1 + Br(rk —gk—1),
10: k=k+1
11: fim para




Universidade Federal do Espirito Santo
Programa Institucional de Inicia¢do Cientifica
Relatério Final de Pesquisa

Ciéncias Exatas e da Terra

5.3 Uma adaptacao do método do gradiente ponderado com atraso a funcoes gerais

Ao longo do estudo do método do gradiente ponderado com atraso, notou-se sua grande eficiéncia para problemas
quadréticos estritamente convexos, principalmente aqueles em que a hessiana é mal-condicionada. Logo, como
houve sucessos na adaptagdo do CG para ndo quadriticas com o desenvolvimento do método CG-descent [Hager
& Zhang, 2005], tornou-se interessante uma possivel adaptacio do DWGM para fungdes gerais. Tal iniciativa ndo
¢ tratada na literatura, e se trata de uma proposta em andamento no ambito do projeto de pesquisa do orientador

com colaboradores externos, que ainda nao foi submetida a periddico.

5.4 Testes computacionais

Na presente se¢do, faremos uma comparagdo do comportamento numérico dos métodos, para fungdes quadraticas
e ndo quadraticas. Sendo todos implementados na linguagem Julia versdo 1.5.3 (2020-11-09) e testados no ser-
vidor do grupo de pesquisa do projeto, apoiado pela FAPES 116/2019, com as seguintes especificacdes: sistema
GNU/Linux Ubuntu Server 20.04.2 LTS, 1 processador Intel(R) Xeon(R) Silver 4114 CPU 2.20 GHz 10 ndcleos
(20 threads), 160 Gb RAM.

Para a comparagdo, foram considerados os problemas das bibliotecas CUTEst [Gould et al., 2015], para
problemas gerais de otimizag@o irrestrita, e as matrizes da coletanea da Universidade da Flérida [Davis & Hu,
2011], para problemas quadréticos estritamente convexos. Como critério de parada usamos uma tolerancia de
10~7 para a norma do méaximo do gradiente e o nimero méaximo de iteragdes 5 x 10*. Foram utilizados os per-
fis de desempenho propostos por Dolan & Moré, 2002, gerados a partir do pacote BenchmarkProfiles (https:
//github.com/JuliaSmoothOptimizers/BenchmarkProfiles. j1) da linguagem Julia. Em tais perfis é feito
a montagem de um gréfico, para cada método, da fracdo de problemas resolvidos pelo método dentro de um fator

relativo ao melhor algoritmo, podendo ser o tempo ou niimero de iteracdes.

5.4.1 Funcoes quadraticas

Iniciamos os métodos no ponto inicial xo = (0,...,0)". As matrizes A € R™*", simétricas e definidas positivas,
foram obtidas em formato esparso da coletanea da Universidade da Flérida [Davis & Hu, 2011], através do pacote
SuiteSparseMatrixCollection (https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/SuiteSparseMatrixCollection.
31). O vetor b de termos independentes, foi gerado a partir de uma randomizagdo da forma A - rand(n, 1), em que
rand(n,1) é um vetor com n em [0,1] (i = 1,...,n). Foram selecionadas as matrizes com nimero de ndo zeros
inferior a 10° e com niimero de linhas superior 100.

O algoritmo implementado para o método CG € o Algoritmo 3, como em [Ribeiro & Karas, 2013], que utiliza o
Bi dado na Equacéo (20). Foram feitas algumas modifica¢des algébricas para o c6digo, para tornar o método menos
custoso, reduzindo os produtos matriz-vetor a um por iteracdo. Para o DWGM foi utilizado o Algoritmo (4) [Ovi-
edo Leon, 2019], que se compara a modificagdo do CG com relagdo a custo por iteracdo. Além desses dois métodos,
consideramos uma adaptag¢do do método do gradiente espectral para quadraticas, baseado na implementacdo feita
em Fortran do projeto TANGO (https://www.ime.usp.br/~egbirgin/tango). O principal motivo para se con-
siderar o dltimo, € devido a sua grande eficiéncia em problemas ndo quadriticos superando em muito o cldssico

método do gradiente, logo, € interessante analisar seu comportamento para problemas quadraticos.
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Figura 1: Perfil de desempenho dos algoritmos propostos para fungdes quadraticas com relagdo ao tempo compu-
tacional.
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Nas Figuras 1 e 2 apresentamos os perfis de desempenho com relacdo ao tempo computacional e nimero de
iteragdes, respectivamente. Note que o método SG tem um desempenho muito inferior ao CG e DWGM, resol-
vendo cerca de 37% dos problemas, e sendo mais rdpido em quase nenhum deles. Tal fato era de se esperar devido
ao SG ndo ser um método especifico para quadraticas. Durante os testes numéricos, reparamos que em muito
casos 0 SG tende a se aproximar da solucdo, mas para isso requer mais itera¢des e, consequentemente, um maior
tempo computacional. Dentre os métodos apresentados para quadraticas, DWGM teve o melhor desempenho,
resolvendo pouco mais de 87% dos problemas, sendo o mais veloz em ~ 50% e tendo feito o menor nimero de
iteragdes em ~ 60% deles. Note que para o CG ter a mesma eficacia, leva-se em média em torno 5 vezes mais
o tempo do algoritmo mais rdpido (log, 5 ~ 2,32, préximo a marca no eixo horizontal dos gréificos, em escala
log, seguindo [Dolan & Moré, 2002]) e 5 vezes mais o nimero de iteragcdes. Devido aos problemas selecionados
serem relativamente grandes, com um nimero considerdvel de ndo zeros, nota-se que 0 DWGM tem um diferencial
importante em comparacdo o CG. Este comportamento estd em concordancia com o que foi explicado e observado

no artigo referente ao método [Oviedo Leon, 2019].

5.4.2 Funcoes nao quadraticas

Nos testes numéricos para fun¢des ndo quadraticas, foram inicialmente considerados problemas da ordem de 50 a
1000 varidveis da CUTEst [Gould et al., 2015]. Tais problemas foram carregados para o Julia a partir do pacote
CUTEst (https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/CUTEst. j1), em uma estrutura onde o calculo de
derivadas e hessianas sdo automatizados. Para todos os métodos, o ponto inicial foi obtido do préprio arquivo do
problema, e caso ndo o tenha, tomamos como a origem.

Na implementacdo do método do gradiente, usou-se o Algoritmo 1 que foi obtido de [Ribeiro & Karas,
2013], considerando o tamanho de passo oy obtido por busca inexata (condicdo de Armijo com 7 = 10~%) com
interpolacdo quadratica. Para o método do Gradiente Espectral (SG) implementamos uma tradu¢do do método do
Gradiente Espectral Projetado (SPG) fornecido pelo Projeto TANGO (https://www.ime.usp.br/~egbirgin/

tango/), retirando a proje¢ao sobre restri¢des de caixa. Essa implementagdo traz a busca ndo monétona de [Grippo
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Figura 2: Perfil de desempenho dos algoritmos propostos para fun¢des quadraticas com relacdo ao nimero de
iteracoes.
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et al., 1986] para SG, tomando M = 100 e Y= 10~*. A implementacdo do método do g-gradiente se deu pelo Al-
goritmo 2, que foi proposto em [Soterroni et al., 2011], tomando 4 = 1, 6y = 0.5, f = 0.9 e o tamanho de passo
obtido pela mesma busca linear do método do gradiente. Considerou-se também uma adaptagdo do gradientes
conjugados para ndo quadraticas, proposto por [Hager & Zhang, 2005], chamado de CG-descent. Para o ltimo,
a busca linear usada foi a busca de Hager/Zhang, proposta no artigo referéncia, a partir do uso do pacote Li-
neSearches (https://github.com/JuliaNLSolvers/LineSearches. jl) e o método obtido do pacote Optim

(https://github.com/JuliaNLSolvers/Optim. jl).

Figura 3: Perfil de desempenho dos métodos do Gradiente, SG e CG-descent com relagio ao tempo computacional.
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Nas Figuras 3 e 4, apresentamos os perfis de desempenho com relacdo ao nimero de iteracdes e tempo compu-
tacional dos métodos do Gradiente, SG e CG-descent. Podemos observar na Figura 3 que o SG foi o método mais
eficaz e veloz, resolvendo mais de 80% dos problemas, e sendo o mais rapido em ~ 60% deles. O CG-descent ficou
como o segundo melhor, sendo pior que o SG em eficécia e velocidade, mas superando em muito o cldssico método

do gradiente, que teve o pior desempenho no conjunto de problemas selecionados. Na Figura 4, podemos extrair
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Figura 4: Perfil de desempenho dos métodos Gradiente, SG e CG-descent com rela¢do ao nimero de iteragdes.
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algumas informacdes importantes: note que o método CG-descent resolve a maior propor¢do de problemas com
poucas iteracdes, mas perde para o método SG em relag@o ao tempo. Logo, concluimos que o CG-descent tem um
custo maior por iteracdo, assim levanto um maior tempo de CPU para encontrar a solu¢c@o; outro ponto importante
sdo as iteracdes do SG, que sdo muito baratas computacionalmente. Ou seja, mesmo levando mais iteragdes para
solucionar o problema, acaba por ser um método muito eficiente. Adiante falaremos um pouco sobre o método do
g-gradiente e a adaptagdo, ainda em andamento, do DWGM para ndo quadraticas.

Testes preliminares mostraram que o método do g-gradiente € pouco efetivo. Para ilustrar, comparamos com o
método menos eficiente dos testes anteriores, o do gradiente, em problemas da CUTEst [Gould et al., 2015] com
nimero de varidveis entre 10 e 50. Diante dos testes feitos, chegou-se a conclusdo que o método do g-gradiente é
ineficaz pois nao resolveu nenhum dos problemas propostos, e teve um desempenho muito abaixo do método do
gradiente. Vale ressaltar que a implementacdo do método do g-gradiente se deu pelas especificacdes da referéncia
[Soterroni et al., 2011], onde os autores apresentam muito poucos testes numéricos (apenas 3 problemas-teste).
Nossa ideia, foi efetuar testes mais rigorosos, para verificar as qualidades do método para os problemas irrestritos.
A partir disso, chegou-se a conclusdo de que o método do g-gradiente, com o algoritmo proposto em [Soterroni
et al., 2011], possui propriedades interessantes, mas nio apresenta um bom desempenho computacional. E claro
que para comprovar sua real ineficicia € preciso fazer uma andlise mais rigorosa na implementacio e buscar
maneiras eficientes de determinar o tamanho do passo, devido a dire¢ao de busca nem sempre ser de descida. Esse
problema € contornado em [Gouvéa et al., 2016], onde abordam outras propriedades e melhoram o método do
g-gradiente. Tal estratégia ndo foi implementada durante a vigéncia do projeto.

Finalmente, tratamos da adaptagdo, ainda em andamento, do método DWGM para fungdes ndo quadraticas.
Nos testes numéricos foram considerados os mesmos problemas, inicialmente propostos para o Gradiente, SG e
CG-descent. Na Figura 5, apresentamos o perfil de desempenho com relagdo ao tempo computacional, comparando
a adaptacdo do DWGM (DWGM-Adp) com os demais métodos apresentados. Note que sua eficcia foi superior
ao do gradiente, mas em velocidade foi o pior de todos os métodos. Vale lembrar que o método ainda estd em fase

de desenvolvimento, e tem muito espago para melhorias.
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Figura 5: Perfil de desempenho dos métodos Gradiente, SG, CG-descent e DWGM-Adp com relacdo ao tempo
computacional.
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6 Conclusoes

No desenvolver da pesquisa, fizemos o estudo tedrico e computacional de diversas variantes do método do gra-
diente. Inicialmente, executamos uma revisao dos conceitos fundamentais dos métodos de descida e o estudo do
classico método do gradiente tanto do ponto de vista tedrico, com sua convergéncia, quanto do computacional.
Logo apés, foi feito o estudo de um método pouco conhecido, chamado de g-gradiente, com algumas propriedades
tedricas interessantes, mas notamos, a partir de testes numéricos e andlises de desempenho, que nao € um método
eficaz para problemas irrestritos. Para problemas irrestritos gerais, também foram considerados os métodos do
gradiente espectral (SG) e gradientes conjugados de Hager e Zhang (CG-descent) [Hager & Zhang, 2005], que
tiveram um 6timo desempenho computacional nos problemas-testes. Para o caso de fungdes quadraticas estrita-
mente convexas, fizemos o estudo do método de gradientes conjugados (CG) e gradiente ponderado com atraso
(DWGM) com uma adaptacido do SG para quadréticas. Nesse caso, o DWGM foi considerado o melhor método,
tendo eficdcia e velocidade superiores ao do CG na maioria dos problemas. O SG no caso quadratico teve o
comportamento esperado, ndo se equiparando aos métodos especificos para quadraticas.

Um dos principais problemas enfrentados foi a escolha da linguagem de programagfo, que inicialmente foi o
Octave (https://www.gnu.org/software/octave/), devido a facilidade em trabalhar com matrizes e ser uma
linguagem muito intuitiva. Com o decorrer do projeto, se tornou vantajoso a mudanga para o Python 3, que foi util
por uma grande parte do desenvolver dos testes numéricos para o0 método CG e DWGM. Mas novamente, mesmo
com todas as ferramentas da linguagem se tornou dificil a leitura de problemas com formato n/ (que nos fornece
o célculo de derivadas e hessianas automadticas). Por tltimo, a linguagem Julia (https://julialang.org/),
sendo uma linguagem de alto nivel assim como Octave, se tornou a padrio, devido a ser dindmica, ficil, de alto
desempenho e possuir diversos pacotes voltados para andlise numérica e otimizagao.

Este projeto teve grande contribui¢do na minha formagao, pois incentivou a constante busca por conhecimen-
tos na drea de matemadtica aplicada, com o estudo dos mais variados métodos voltados para otimizagao irrestrita.
Também foi possivel aprender sobre a dindmica de diversas linguagens de programacgdo. Em particular, a lin-

guagem Julia com suas incriveis ferramentas para area de otimiza¢do. Com o estudo dos artigos, melhorou-se a

14


https://www.gnu.org/software/octave/
https://julialang.org/

Universidade Federal do Espirito Santo
Programa Institucional de Inicia¢do Cientifica
Relatério Final de Pesquisa

Ciéncias Exatas e da Terra

compreensdo do inglés e também a estrutura organizacional e argumentativa.
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