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Resumo

Uma das estratégias mais bdsicas para resolucdo de problemas de otimizag@o com restricdes convexas € vista
no método do gradiente projetado. Este método é baseado na ideia de que, em uma funcdo continuamente
diferencidvel, a dire¢do de maior decréscimo € a contrdria a de seu gradiente. Ainda que seja utilizado em
implementacdes praticas, a minimizacao iterativa através de passos de gradiente pode se tornar significativamente
lenta conforme o método aproxima-se da solu¢do. Técnicas de aceleracdo incluem a estratégia de controle de
tamanho de passo. Em especial, o método do gradiente espectral projetado usa um calculo simples e barato do ta-
manho do passo que usa informacdes de segunda ordem provindas da equacdo secante, em que também se baseiam
métodos Quasi-Newton de grande sucesso. O método do gradiente espectral projetado, tal como formalizado por
Raydan em 1997 e Birgin, Martinez e Raydan em 2000, também faz uso da técnica de interpolagdo quadrética ali-
nhada ao uso de uma busca linear inexata ndo-mondétona para acelerar o cdlculo do passo. Este método se mostrou
muito eficiente para minimizagdo de funcdes gerais, incluindo as de grande porte, com eficicia muito acima do
método do gradiente tradicional, despertando a atencdo da comunidade. Com isso, diversas variantes foram pro-
postas na literatura, sendo objeto de pesquisa ainda nos dias atuais. Nesta pesquisa, foram considerados o método
do gradiente espectral projetado e suas principais variantes, comparando-os do ponto de vista tedrico e numérico,
e exibindo os resultados por perfis de desempenho. Além disso, também € exibida uma adaptacdo do método do
gradiente estocéstico, amplamente utilizado em machine learning, que desfruta da técnica do gradiente espectral

para o célculo automatico da taxa de aprendizagem.

Palavras-chave: Programacgdo Nao-Linear. Método do Gradiente e Variantes. Gradiente Espectral. Busca Linear

Nao-Monétona.

1 Introducao

Nesta pesquisa, serdo considerados problemas de otimizacao com restri¢des convexas da forma

min f(x), (D

x€Q
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onde f : R" — R é uma fun¢do continuamente derivavel e Q C R” € um conjunto fechado, convexo e ndo vazio. O
objetivo deste projeto € estudar o método do gradiente espectral projetado (do inglés, SPG) e suas variantes para
resolver problemas do tipo (1). Estes métodos sdo extensdes do método do gradiente projetado e sdo diferenciados
pela construcdo de seus passos. No SPG, por exemplo, a construcao do passo espectral agrega informacgdes impor-

tantes da equacdo secante, no estilo Quasi-Newton, o que o d4 vantagem em relacdo ao gradiente projetado.

No método SPG, tem-se a associag@o de duas estratégias: a busca linear ndo-monétona, desenvolvida por Grippo,
Lampariello e Lucidi [1] para o método de Newton, e a escolha do tamanho do passo utilizando uma aproximacao
da equacdo secante, no estilo Quasi-Newtoniano, introduzida por Barzilai e Borwein e analisada por Raydan [2].
Birgin, Martinez e Raydan [3] descrevem a utilizacio de interpolagdo quadratica no célculo do tamanho do passo,
associada ao uso de salvaguardas, i.e., o passo da interpolagdo € rejeitado caso nio esteja em um intervalo pré-
especificado, dando lugar a uma estratégia denominada backtracking. Neste projeto, sdo consideradas duas formas
de implementacdo do intervalo das salvaguardas: [0.17,0.9¢] e [0.1,0.9¢]. O método SPG foi implementado em
ambas as versdes e testado sobre problemas da biblioteca CUTEst, o que resultou na necessidade de comparacgio
dos resultados obtidos. Isto levantou a importancia de estudar um tépico relacionado a comparacio de performance

de algoritmos, introduzido a seguir.

Os perfis de desempenho, propostos por Dolan e Moré [4], sdo uma poderosa ferramenta para avaliar e comparar
o desempenho de algoritmos em relagdo a uma determinada medida, tais como tempo de execucdo, nimero de
iteracdes, avaliacdes de func¢do etc. A construgdo e defini¢do detalhada de tais perfis € feita adiante neste relatdrio.
Em suma, a comparagdo foi feita com base no nimero de avaliagdes de f. Este critério é adequado pois reflete
diretamente a eficiéncia do algoritmo de busca linear, ou seja, ter menos avaliacdes de f implica que a busca linear
foi mais eficiente. Apds a realizagdo dos testes com o SPG, foram implementadas e testadas ainda algumas de
suas variantes, incluindo o método de Barzilai-Borwein Adaptativo (ABB), sua versdo alternativa ABBmin e o
método de Gradientes Conjugados para Barzilai-Borwein (Dai-Kou). Mais detalhes sobre essas variantes podem

ser encontrados em [5-7].

Além disso, no decorrer da pesquisa foram estudadas versdes estocasticas do SPG, propostas em [8]. Em métodos
tipo gradiente aplicados a machine learning, um dos pardmetros de maior importancia é a taxa de aprendizado,
que € tamanho do passo. Em consequéncia disto, diversas técnicas vém sendo desenvolvidas para otimizar esse
parametro. Uma pratica comum € utilizar uma taxa de aprendizado decrescente, ou ajustar manualmente uma taxa
fixa, o que pode consumir muito tempo na pratica. Desse modo, foi proposta em [8] uma adaptagdo no célculo da

taxa de aprendizagem, que possui relacdo direta com o método SPG, obtendo resultados promissores.

2 Objetivos

O objetivo geral deste projeto € comparar os métodos do gradiente espectral projetado e algumas de suas varian-

tes. Os objetivos especificos sdo: estudo/revisdo dos conceitos fundamentais de otimizag@o sem restri¢des e dos
métodos do gradiente e Quasi-Newton secantes; estudo dos principais artigos cientificos sobre o tema, em espe-

cial, [5-7,9]; implementacao e testes numéricos a fim de comparar os diferentes métodos considerados na pesquisa.
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No decorrer da pesquisa objetivou-se ainda o estudo do método de Barzilai-Borwein aplicado ao aprendizado de

madaquina conforme proposto em [8].

3 Embasamento Tedrico

Nesta secdo, sdo apresentados os conceitos fundamentais do método do gradiente espectral projetado e de suas
variantes, além da prova de convergéncia do SPG. Também apresenta-se o conceito basico do método do gradiente

estocdstico para machine learning e sua adaptacdo com a taxa de aprendizado tipo SPG.

3.1 Método do Gradiente Espectral Projetado

Considere um problema do tipo (1). Estamos interessados em garantir a viabilidade dos pontos gerados, ou seja,

garantir que x4 seja vidvel. Para isso, projetamos sobre o conjunto Q. A projecdo de um ponto y € R” em Q € o

ponto Po(y) € Q mais préximo 2y, ou seja, x* = Po(y) é a solugéo do problema
mxin%Hx—yH2 s.a. X € Q. )

O teorema a seguir garante a existéncia e unicidade da projecdo em Q. Ele decorre diretamente do fato do problema

acima ser convexo com funcdo objetivo estritamente convexa.

Teorema 3.1. Se Q # 0 é convexo e fechado, entdo Po(y) estd bem definida, ou seja, a projecdo existe e é iinica

para cada 'y € R".

Neste trabalho, consideramos Q um conjunto que chamamos de “caixa”, definido como Q = {x € R";[; < x; <
u;,Vi}t. Assim, a projegdo sobre Q é dada por [Po(y)]; = max{l;, min{u;,y;} }, parai=1,...,n. O critério de parada
é a solug¢do KKT para o problema (2), que pode ser facilmente identificado como P (x* — V f(x*)) —x* = 0. Desse
modo, a dire¢do tomada no problema é dy = Po (xx — g(xx)) — X, onde g(x;) = Vf(x;). Este critério funciona para

parar tanto na borda de Q, quanto em seu interior.

T — Vf(Jfk)

Figura 1: Projecéo de x; — Vf(x;) sobre o conjunto Q igual a x;. Fonte: Produgéo do préprio autor.

Uma iteracdo tipica dos métodos Quasi-Newton para resolver (1) é da forma x| = x; — Bk_lg(xk), onde By é uma
aproximacao da matriz Hessiana de f no iterando x;. Além disso, By deve satisfazer a equag@o secante, dada por

Bysy = vk, onde s = x; — x,_1 € yr = g(xx) — g(xx—1), para k > 1. Neste trabalho, a escolha de By é dada por
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By, = o;l, o, > 0, que, como ndo satisfaz a equacdo secante sempre, tomamos 0y como solucdo de
C | 2 3
“},Lnino'ksk—YkH 3

(ou seja, minimizamos o residuo da equagdo secante). Isto nos leva a escolher oy = (s}yx)/(sisk), sk # 0. Dai,
B,:l = Gikl . Desta forma, definimos o Passo Espectral como Ay, dado por
1 ssi
k
PRI Y 4)
Ok S} Vk
onde 5271 Yr—1 > 0. Caso Si7 k-1 < 0, (4) serd negativo ou ndo definido e, neste caso, tomamos Ak = Amax onde
Amax > 0 é um parAmetro. O passo x4 = X — HAkg(xx ), com A € [Amin, Amax] (Amin > O é pardmetro), converge
globalmente se #; > 0 é calculado por uma busca linear inexata tipo Armijo. Porém, se #; < 1 estamos descartando
0 passo espectral A, que contém informacdes valiosas da equagdo secante. Em outras palavras, gostarfamos de

tr = 1 com frequéncia, mesmo que f aumente. Para isso, #; > 0 deve satisfazer a condi¢cdo de Armijo “relaxada”

f(xkflkxkg(xk)) Sfmax*tkn)l'k”g(xk)nza (5)

onde finax = max{f(xx), f(xxk—1),--., f(xk—p)}, para M > 1 (note que a condi¢do de Armijo usual é com fiax =
f(xx), o que forga f decrescer sempre). Desse modo, a busca linear feita com (5) é ndo-mondtona, pois permite

que f cresca eventualmente. Este efeito pode ser visualizado na Figura 2.
GAUSS2LS
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Figura 2: SPG executado no problema GAUSS2LS da CUTEst. Com a busca linear ndo-mondtona, o valor da
funcdo objetivo oscila ao longo dos iterandos. Mesmo assim, o problema € resolvido. Fonte: Produc¢io do préprio
autor.

O Algoritmo a seguir representa o funcionamento do método do gradiente espectral projetado.
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Algoritmo 1 Método do gradiente espectral projetado

Entrada: Ponto inicial xo € Q, inteiro M > 1, Amax > Amin > 0, A0 € [Amin, Amax], pardmetros da salvaguarda
0 < 01 < 0y < 1, parAmetro de decréscimo 7 € (0, 1), critério de parada € > 0.
1: enquanto ||P(x; — g(xx)) — x| > € faga
2: di = P — Mg (xi)) —xk, =1
3 Xnovo = Xk + tid.

4: enquanto f(xnovo) > fmax + ntkg(xk)ldk fa(;‘a

5: Compute #gqq = —%t,%g(xk)’dk/(f(xnow) — f(xx) — txg(xx ) dy), como descrito em [3].
6: se tguad € [O11k, Oty ] entdo

7: t 4 tquad-

8: senao

9: fy <ty /2.

10: fim se

1: X1 = X — e Akg(Xx).

12: fim enquanto

130 Sk =X — Xk k= &(Xkg1) — &)

14: se (siyx) < 0 entdo

15: M1 = Amax-

16: senao

17: Ai1 = min{ Amax, max{ Amin, (st5¢) / (stvk) } -
18: fim se

19: fim enquanto

3.2 Convergéncia do Método

Os resultados a seguir provam o bom comportamento do Algoritmo 1.

Lema 3.2. Paratodo x € Q e A € (0, Amax| temos

1

di||?.
-~ lldi]|

1
V) d < =7 ldil* < -

Demonstragdo: Sejam vy = x — AV f(x;) € pr = Po(vk) = di +x;. Como Q é convexo e fechado, temos (x —
p)’(v—p) < 0. Note que (xk —pk)t = (xk — (dk —&—xk))‘ = —(dk)[ €V — Pk =Xk — lVf(xk) — (dk +xk) = —)LVf(xk) —
dy. Dai,

(k= pe) ik — pi) = —(d) (—AV f(x) — di) = AV f(x) di+ ||di]|* < 0= V() dye < *%Hdkﬂz-

Observando que f% < fl"lm, temos V f(x; ) dy < f%HdkHz < flnlm lldk|I?. O

O préximo teorema foi adaptado de [9].

Teorema 3.3. O Algoritmo 1 estd bem definido e qualquer ponto de acumulagdo da sequéncia {x;} gerada pelo

método é um ponto estaciondrio.
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Demonstragdo: Seja p (x) = Po(x— AV f(x)) —x, dy = py, (xx), m(k) = min{k,M — 1}. Se x; ndo € um ponto

estaciondrio, entdo pelo lema (3.2),

Vo) de =V f(x) pa, () < ()|I> <0

L
Amax

e a direcdo de busca é uma direcdo de descida. Portanto, um tamanho de passo satisfazendo (5) serd encontrado
em um ndmero finito de tentativas e o0 método estd bem definido. Seja x* € Q um ponto de acumulagédo de {x;} e
renomeie {x;} como uma subsequéncia que converge para x*. Consideraremos os dois casos a seguir.

CASO 1: Assuma que inft; = 0. Suponha, por contradi¢@o, que x* ndo seja um ponto estacionario. Pela continui-

dade e compacidade, existe 6 > 0 tal que, para todo A € [Amin, Amax]>

Vf(x*)tM <f5§vf(xk)tm <,§ (6)

[P () — [pa ()l = 27
e todo k suficientemente grande em {x; }. Como infz, = 0, existe uma subsequéncia {x; }x tal que limyeg f;, = 0.
Neste caso, da forma que #; é escolhido em (5), existe um indice k suficientemente grande tal que para todo
k > k,k € K, existe f; € [ot, @] que falha em satisfazer (5), i.e., f(xx +fdi) > fuax + NGV Ox) de > fOxx) +

N&V f(xx ) di. Dai,
S o+ frdy) — f ()

K >NV f(x) dy. @)

Seja ¢(t) = f(xx +tdy). Pelo teorema do valor médio, existe um #, € (0,7;), tal que

) — (0 X+ fdy) — f(x
(p’(tk):(p(k_) o( ):>Vf(xk+tkdk)tdk:f(k kdi) = %)
f—0 7%
Entdo, podemos reescrever (7) como
V(o +tidi) di >V f (i)' d, ®)

para todo k € K,k > k, onde k — oo = t; — 0. Tome uma subsequéncia conveniente tal que d;/||di || converge para
d. Dividindo ambos os lados de (8) por ||di|| € passando o limite, Vf(x*)'d > nVf(x*)'d = (1—-n)Vf(x*)'d > 0.
De fato, a sequéncia {||di||}x € limitada e, assim, #||dy| — 0. Como (1 — 1) > 0 e Vf(x*)'d < 0 para todo «,
segue que Vf(x*)'d =0.

Pela continuidade e defini¢ao de dy, isto implica que para k suficientemente grande naquela subsequéncia temos

. P (k) >_§

VI T ol ” T2

o que contradiz (6). Logo, x* é estaciondrio.

CASO 2: Assuma que inff; > p > 0. Suponha, por contradi¢do, que x* ndo seja um ponto estaciondrio. Portanto,
lp (x*)|| > O para todo ¢ € (0, Amax]. Por continuidade e compacidade, existe § > 0 tal que || p;(x*)|| > & > 0, para
todo ¢ € [p, Amax]. Seja (k) um inteiro tal que

ki) U6 <k o) = max 7)) ©)
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onde {f(x;(x))} € uma sequéncia mondtona ndo crescente. De fato, sabendo que m(k+1) < m(k) + 1, temos

Feny) = max  [fluri—)] < max  [flag—;)] = max[f(xe), fa)] = f )

0<j<m(k+1) 0<j<m(k)+1

Além disso, de (5), para k > M, obtemos

Fawy) = Faw—1 + i - 14 -1)

< 0§j§%3a>71)[f(xl(k)fl7]‘)] + N0V G —1) iy -1 (10)

= Fuag-1) + Mt -1 VI g —1) diggy—1

Agora, jd que f(x;) < f(x0) para todo k, {x; } C Q tal que {f(x;())} admite limite para k — co. Dado que # >0 e
Vf(xx)'dr <0, segue de (10) que
Hm 1,4 Ve -1) digy-1=0 (11)

Do lema (3.2), temos 7V f (x; ) d), < —%||dk||2 < _lmax ||dx||?, para todo k, e como #; < 7, (11) implica
hm 0 7)(k) —1lldygy-1ll = 0. (12)

Provaremos agora que limy_,..7¢||di|| = 0. Seja [(k) = I(k+ M +2). Provaremos por indugdo que dado qualquer

j>1, temos
Hm 1 lldjgy 1l =0 (13)
€
lm f Q) ) = Hm fxg)). (14)

(Aqui e na sequéncia assumimos, sem perda de generalidade, que o indice k € suficientemente grande para evitar a
ocorréncia de indices negativos, i.e., k > j—1). Se j =1, como {f(k)} C {l(k)}, de (12), segue que (13) é vilido.

Isto implica que

k)~ Xik)—1 || — 0, de modo que (14) valha para j = 1, jd que f(x) é uniformemente continua

em Q. Assuma agora que (13) e (14) valem para um dado j. Entao, por (10),

T Gag— 1) < F i — 1)) + M — o1 VI Oy — o1 )iy — 1 -

Tomando limite para k — oo, de (14) temos limy_,. T —(j+1) Vf(xl ]+1))dl(k)7(j+l) = 0. Usando os mesmo

djg) -

argumentos que resultaram (12), limy—,o 7 | = 0. Isso implica que [lxj_; = Xj0 (i)l =

j+1)| (+1) |

0, tal que de (14) e da continuidade uniforme de f em Q, temos lim;_,. f (xi(k>_(j +1)) = 11m/H°° f (xi(k)—/) =
limg_so f (xl(k>). Concluimos entdo que (13) e (14) valem para todo j > 1. Agora, para qualquer k, temos Xj) =

i(k)—k—1 .
Xk+1 +Zj(:>] tj(k),jd[(k)fj, ou seja,

et =%~ X i - (15

Por (9), temos f(k) —k—1=1(k+M+2)—k—1<M+1, de modo que (15), por (13), implica limy_. ||xx+1 —
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Xi(k) |l =0. Como {f(x;(k))} admite limite, segue, da continuidade de f em Q, que
li =1 vy ) = li = f(x"). 16
kg?qf(”«) kflf(xl(k)) kf;f(xl(k)) f(x%) (16)
Por continuidade, para k > k suficientemente grande, ||py, (x¢)| > g. Usando (10) e o lema (3.2), obtemos

ne

;Lmax

52
||P;L,k,1(x1(k)—1)||2Sf(xz(z(k)—m)* PO
® Amax. 4
ax

FCawy) < faawy—1)) —

Quando k — oo, claramente f (xl(k>) — —oo, que € uma contradi¢do, tendo em vista (16) e a continuidade de f em

x*. Portanto, x* é estaciondrio. O

3.3 Variantes do Método SPG

Ao resolver o problema (3), obtemos A = AZB! = (st.s;)/(styx). Contudo, outra escolha de A pode ser obtida

resolvendo

min % |0 'y — s, (17)
Oy

o que nos leva a escolher A, = AB2 = (st y;)/(4yx). De acordo com [5], se a relagdo 252 /AFB! for menor que
uma constante k¥ € (0, 1), houve uma pequena reducio em ||g(xg)||2. Portanto devemos escolher um passo mais
controlado, dado por 2252 Caso contrério, escolhe-se A58! para um passo mais agressivo. Deste modo, no método
ABB, A é escolhido da seguinte maneira:

APP se AR JAPP < k.,

A= (18)
caso contrario.
AP, trd

Com o objetivo de melhorar esta escolha de A, no método denominado de ABBmin, temos a seguinte adaptacio

de (18):
A min{A}2;j = max{1,k—m},... .k}, se AP /2P <,
k:

APB 1 caso contrério.

Para mais detalhes sobre o porqué desta escolha, consulte [6]. Por fim, no método de gradientes conjugados

desenvolvido por Dai e Kou, a dire¢ao dj € escolhida da seguinte maneira (para simplificar a notag@o, considere

gk = g(x)):
dr = W8k + ViSk—1,
onde
1 1
W = A (8Lyk—18kSk—1 — St 1 Vk-1848k), Vi = A (81Vk—1818k — Pr&iSk—1) » (19)
€
2
Ak = Pisi_1k—1 — (8k—1)" > 0. (20)

De fato, (19) e (20) sdo obtidos resolvendo um problema de minimiza¢do de uma funcio quadrética aproximada -
veja [7] para detalhes. A relagdo deste método com o SPG estd na construcdo de py, que carrega informagdes do

passo espectral. Para incorporar esta ideia, é proposto aproximar a Hessiana By por (1/ l,fB DIou(1/ A,fBZ)I para
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a estimativa py ~ g} Bigk- Isto leva as seguintes escolhas de py:

t
Sk—1Yk—1
PP = gl 1)
Sk—15k—1
€
s
Vi—1Yk—1
PP = T gian. (22)
Sk—1Yk—1

Um ponto importante a ser destacado sobre a férmula (22) € que, se 3271 yik—1 > 0, arelagdo (20) é sempre satisfeita,
a menos de quando y;_; e g sdo colineares. Estudos numéricos apontam que (21) tem uma performance superior

a (22). Apesar disso, € introduzido um parametro @y > 1 em (22), obtendo

ya 1Vk—1
P = o5 ———gigx. (23)
Sk—1Yk—1

Também por experimentos numéricos, € visto que a escolha de py como em (23) com @, = 3/2 performa melhor

que pr como em (21). Portanto, esta foi a op¢ao adotada neste trabalho.

3.4 Adaptacao do Método SPG para Machine Learning

Recentemente, o aprendizado de maquina emergiu como uma das principais ferramentas computacionais. As redes

neurais vém sendo utilizadas para os mais variados problemas, dentre eles, podemos citar a classificacdo de ima-
gens, reconhecimento de acdes, segmentacdo semantica, etc. Nesse contexto, o aprendizado de maquina possibilita

que redes neurais artificiais identifiquem padrées complexos em uma grande quantidade de dados.

Uma vez que a arquitetura de uma rede neural foi construida para resolver um problema especifico, a préoxima
tarefa é ensinar/treinar os pesos da rede. No entdo chamado aprendizado supervisionado, os pesos sdo ajustados
com base em dados de entrada (amostras de treinamento) tal que o erro R entre a saida da rede e a saida real seja
minimizado. Mais especificamente, denotaremos como (W, b) os conjuntos de pesos e vieses de uma rede neural.
Considere um conjunto de treinamento {(x;,y;) }*, contendo M amostras, onde x; denota o dado de entrada e y;
denota o dado de saida real. Devemos definir uma funcdo de predicdo 4, cuja qualidade € medida contando o
nimero de respostas erradas, i.e., h(x;) # y;. O processo de aprendizado, entdo, estima os melhores valores para

(W,b) que minimizam a seguinte fungdo de custo:

1
M !
14

M=

1

onde L;(W,b) = L(h(x;;W,b);y;). Usaremos L = (h—y)?, chamada de fungio de perda. Uma escolha comum para
hé
h(x;W,b) = W'x+b, (25)

por funcionar bem em vdrios problemas. Usaremos (24) e (25) neste trabalho. Para avaliar /(x), usamos a técnica
comumente chamada de feedfoward, que basicamente ¢ uma aplica¢do sucessiva de fungdes (composi¢do) nos

dados de entrada.
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Um método efetivo e eficiente para encontrar uma boa solugdo para (24) € essencial para o sucesso do aprendizado.
Contudo, geralmente o problema (24) € de larga-escala ndo-suave e ndo-convexo. Por isso, métodos de primeira
ordem, tal como o método de descida do gradiente, sdo preferencialmente escolhidos. Entre eles, o método de
descida do gradiente estocdstico (SGD) € de longe o mais predominante no treinamento de redes neurais. Ao invés
de utilizar o gradiente completo de todas as amostras de treinamento, os métodos cldssicos de SGD usam apenas
o gradiente de uma amostra pequena a cada passo. A abordagem que geralmente € utilizada € a de mini-lotes,
que usa uma pequena por¢do das amostras de treinamento para uma estimativa do gradiente. Assim, o passo do

gradiente com mini-lote segue como:

Ak

W.b)esy = (Wb — -
( )k+1 ( )k |Bk|

Y ViwyLi((W,0)), (26)

i€By

onde (W, D), é a estimativa na iteracéo k, By, denota o indice do conjunto das amostras escolhidas aleatoriamente do

conjunto de dados de treinamento na iteracio k,

By| denota a cardinalidade do conjunto By, e o valor A; > 0 é cha-
mado de taxa de aprendizado. A estratégia dos mini-lotes € uma das préticas mais importantes do treinamento da
rede. Na prética, V(WJ,)Li(W, b) é calculado usando uma técnica chamada backpropagation (ou retro-propagacéo).
Quando treinando uma rede neural, a taxa de aprendizado A; € indiscutivelmente um dos hiper-pardmetros mais

importantes para atingir boa performance, portanto requer uma calibra¢do rigorosa.

O método do gradiente estocastico é o mais utilizado para treinamento de redes neurais. Nele, temos um problema
do tipo
min £ (x), 27
X

onde f € convexa. A iteragdo do método é dada por xg,| = x; — txgx, onde #; > 0 € o tamanho do passo e g; ¢
uma estimativa aleatéria de Vf(x;). Note que a estimativa de g deve ser feita de maneira uniforme pois, deste
modo, garantimos que cada amostra tem probabilidade igual (i.e., P(i) = %,Vi) de ser selecionada e nio teremos
viés na escolha. Desse modo, x| estd condicionado apenas a escolha de x; e gx. A seguir, no Algoritmo 2, estd o

pseudo-cdédigo do método em questao.

Algoritmo 2 Método do gradiente estocastico

Entrada: méximo de épocas J, passos por época K, pesos iniciais (W,b) 1, taxa de aprendizado A, fator de
decrescimento 7 € (0,1).
1: para j < 1 até J faca

2: para k < 1 até K faca

3: Construa um lote B; ; aleatoriamente de maneira uniforme
4: (W,b) k1 < (W,D)jx— leLijk((W,b)jvk)

5: fim para

6: Aji1 < tA;

7: (W,b)jr11 < (W,b)k

8: fim para

10
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Seja VLg(W,b) o gradiente do mini-lote usado no treinamento de redes neurais:

_ L

Y Vs Li(W,b). (28)
i€B
Seja j o indice da época e k o indice do passo dentro de cada época, de 1 a K. Ao final da época, os dados sdo

atualizados da seguinte maneira:
(W.b)j1=W.b)j1k,  (W,b)jkt1=W,b)jx—A;VLg, (W.b);x), (29)
parak=1,2,....Ke j=1,2,...,J. O gradiente para estimar A; ¢ definido do seguinte modo:

gjk+1=(1—PB)gjx+BVLs ((W,b);1), (30)

parak=1,2,...,Keg;; =0, onde B é uma constante pré-definida entre [0, 1], que controla e suaviza o decaimento
exponencial, efeito este que é chamado de momento. Assim, definimos a diferenca dos gradientes de duas épocas
pory; = gjk —&j—1,k- Jd a diferenca entre os pontos de duas épocas € definido como a diferenca das duas tltimas

amostras das épocas normalizada pelas iteragdes: s; = %((W, b)ix—W,b)j—1x).

Desse modo, temos a taxa de aprendizado adaptativa:

Ie.
S]-Sj

T 31
|Sj)’j|

Ajy1 =

Observe que tomamos o médulo de stjy j» pois como estamos tratando apenas com uma amostra do gradiente dos
dados, este produto pode ser negativo, inviabilizando o passo. E demonstrado em [10] que, se uma hipétese usual

de “ndo enviesamento” vale e se e a taxa de aprendizado satisfaz

Y A= e Y () <e (32)

T
.
i

entdo lim;j_,., VL((W,b);) = 0, i.e, o método converge caso A; satisfaca (32). Sendo assim, para garantir con-
vergéncia do método com passo espectral, uma condi¢do suficiente é deixar a sequéncia de taxas de aprendizado

satisfazer (32). Portanto, em [8] € proposta a seguinte salvaguarda para A;:

)Lj, se /lj S [Tmin/ja Tmax/j]

T/ j, caso contrdrio,

A= (33)

onde j € o indice da época, Tmin, Tmax € To S20 constantes pré-definidas. Claramente, a taxa de aprendizado em (33)

satisfaz a condi¢@o (32). Veja o Algoritmo 3 para a descri¢cdo do método SPG para taxa de aprendizado adaptativa.

11
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Algoritmo 3 Taxa de aprendizado adaptativa baseada no método SPG

Entrada: méximo de épocas J, passos por época K, tamanho do lote |B

, parAmetro de peso 8 € (0, 1], pesos
iniciais (W, b); 1, taxa de aprendizado A; = A2, T0, Tmin © Tmax-

1. para j < 1 até J faca

2: se j > 2 entao

3: sj+ g (W.b)jx = (W.b)j-1k),  ¥j ¢ 8jk—8j-1k

" 2= A = (s55;)/(Is53)1), se A € [Tmin/J, Tmax/ J]
T/ j, caso contrério.

5: fim se

6: 8j1 ~—0

7: para k < 1 até K faca

8: Construa um lote B; ; aleatoriamente de maneira uniforme

o: (W,0) k1 < (W,b)jx — A;VLg,; ,(W,b) jx)

10: gjk+1 < (1=PB)gjx+BVLg;, (W.b);x)

11: fim para

12: (W7b)j+1,1 — (Wvb)ij

13: fim para

4 Metodologia

A metodologia utilizada para o desenvolvimento deste trabalho consistiu em revisar conceitos fundamentais de

otimizagdo irrestrita e métodos do gradiente e Quasi-Newton secantes, utilizando notas de aula digitais, o livro
de Karas e Ribeiro [11] e outros materiais de apoio. Foram realizadas reunides semanais com o orientador para
acompanhar o desenvolvimento da pesquisa. Para introduzir os principais artigos cientificos sobre o tema, fo-
ram considerados [5-7,9]. Com base nestes artigos e na documentagdo do Julia, os c6digos das buscas lineares
e dos quatro algoritmos foram desenvolvidos e testados preliminarmente com problemas irrestritos selecionados
da biblioteca CUTEst. Apés a andlise dos cddigos, os testes numéricos finais da primeira parte do estudo foram
realizados no servidor de otimizagdo disponibilizado pela UFES (FAPES 116/2019) com problemas irrestritos e
restritos da biblioteca CUTEst. O tratamento da informacao incluiu a andlise dos resultados dos testes e a avaliacao

da eficiéncia dos algoritmos.

Foram selecionados 441 problemas restritos da biblioteca CUTEst, cujo nimero maximo de restri¢des ordindrias
(h(x) =0e g(x) <0) éigual a zero. Isto é, dentre os problemas restritos, somente aqueles com restri¢des de caixa
(I £ x < u) foram considerados. Contudo, devido a erros fatais na interface, os seguintes problemas foram re-
movidos durante a analise: BLEACHNG, PRICE4, BA-L16LS, BA-L21LS, BA-L49LS, BA-L52LS, BA-L73LS,
JIMACK e RAYBENDS. Assim, o procedimento estatistico realizado neste trabalho consistiu na construcio dos

perfis de desempenho gerados com base nos 432 problemas restantes.

Para a secdo de machine learning, o dataset utilizado para os testes foi o MNIST (fornecido pelo pacote ML-

Datasets.jl). Este dataset possui 60 000 dados de treinamento e 10 000 dados de teste. Tais dados sdo imagens de

12
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28 x 28 pixels, em escala de cinza, que representam os nimeros de 0 a 9. No artigo referéncia [8], sdo apresentados

os valores dos pardmetros iniciais. O problema tratado, portanto, € o de classificar imagens de entrada entre 0 e 9.

5 Resultados e Discussao

Um dos objetivos da pesquisa era comparar o desempenho de duas versdes da busca linear ndo-monétona e ava-
liar seu comportamento em diferentes problemas. A versdo denominada busca original, apresenta o intervalo de
salvaguarda definido como [0.1,0.97] (usada na implementagéo oficial do SPG, fornecido pelo projeto TANGO em

Fortran). J4 na versdo denominada busca modificada, o intervalo é definido como [0.17,0.9¢].

Andlises anteriores (consulte [3]) mostraram que, na busca original, quando a interpolac@o tende a rejeitar 90%
do intervalo de busca original ([0, 1]), era considerado que sua previsdo néo era confidvel e logo a estratégia con-
servadora de backtracking era usada. Este procedimento se mostrou mais eficiente do que a busca modificada.
Contudo, nossos resultados indicaram o oposto. A busca modificada, mais “frouxa” (por tender a aceitar o passo
de interpolacdo mais vezes) devido a presenca do fator no extremo esquerdo do intervalo da salvaguarda, apre-
sentou um desempenho ligeiramente superior quando testada sobre a CUTEst. E provavel que essa diferenca seja
resultado das diferencas na linguagem de programacédo e computador utilizados nos testes. De qualquer forma, o

ganho é marginal.

A Figura 3 apresenta a comparagdo dos resultados obtidos nas duas versdes da busca linear ndo-mondétona (a es-
querda) e o perfil de desempenho dos quatro algoritmos, baseado no nimero de avaliacdes de f, para os problemas

avaliados (a direita). A escala do eixo 7 € logaritmica para melhor visualizagdo préximo de 7 = 1.

Avaliacbes de f Avaliacbes de f
L Busca Original L PG
1.00 Busca Modificada .00 ——— ABB
—— ABBmin

" wn Dai-Kou
£ £

9 075 9 075

e Qo

IS [

[} o

[ CU

T 0s0 °

AT AT

o o

& v

o o

Q Q

2 025 o

o a

0.00 ! ! ! ! ! 0.00

e - > = - 5 ¥ o o 5 S
T T

Figura 3: Comparacdo entre as buscas original e modificada (a esquerda) e comparacdo de desempenho dos algo-
ritmos SPG, ABB, ABBmin e Dai-Kou (a direita). Fonte: Produgio do préprio autor.

Do total de 432 problemas testados, a busca original resolveu 260, enquanto a busca modificada resolveu 261.
Isso demonstra a semelhancga de robustez de ambas buscas (i.e., resolveram praticamente a mesma quantidade de
problemas). Contudo, a busca modificada foi mais eficiente nos testes. Em virtude disso, esta foi selecionada para

utilizag@o nos algoritmos da Figura 3 (a direita).

Em relagdo aos outros algoritmos avaliados, Dai-Kou apresentou maior eficicia em aproximadamente 50% dos

problemas avaliados, mas apresentou a menor robustez, ou seja, foi o método que resolveu menos problemas. Por
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outro lado, SPG apresentou pouca eficiéncia, mas foi o algoritmo mais robusto (resolveu a maior quantidade de
problemas). J4 os algoritmos ABB e ABBmin apresentam eficicia semelhante, mas o ABB foi consideravelmente
mais robusto. Este € um destaque negativo para o método ABBmin, ja que seu objetivo era melhorar seu predeces-

sor, ABB.

Agora, abordaremos os resultados comparativos entre os métodos do gradiente estocdstico (denominado SGD) e o
método SPG para aprendizado adaptativo (denominado de BB), com e sem momento. Os parametros de referéncia
séo os seguintes: f§ =4/K, T = 1, Tyin = 0.00001 e Tpax = 3. O tamanho do mini-lote é 128 e A; = 0.1. Final-
mente, o nimero de neur6énios da camada interna (ou camada oculta) € 20. Serdo feitas comparagdes entre quatro
algoritmos principais: SGD sem momento, SGD com momento, BB sem momento ¢ BB com momento. Foram

realizadas cadeias de 5 testes numéricos para cada algoritmo, registrando seus dados em um DataFrame.

Os dados exibidos a seguir mostram os resultados de perda e a porcentagem de acertos sobre os dados de teste da

melhor rodada de cada algoritmo.

% acerto Perda

- sgd
st — \ sgd-momentum

/ O 08 ||

bb-momentum

06 F | / I\

\/ 0.6 \\ \\

04 = \ :\\\ -
Il N

% acerto

0.2 £y

L

bb-momentum

!

L

i
Il sgd \\
1 sgd-momentum

b

0.2

By

25

50
épocas

K6

100

0

25 50 75 100
épocas

Figura 4: Porcentagem de acertos (a esquerda) e Risco Empirico (2 direita).

Na figura, fica nitido que o método SGD sem momento € muito inferior. Os demais obtiveram resultados préximos,
embora o método BB tenha se sobressaido. Além disso, nota-se uma clara melhora no desempenho dos algoritmos

com momento, visto a performance do SGD com tal.

6 Conclusoes

Neste trabalho, foi realizada a implementa¢do do método do Gradiente Espectral Projetado (SPG) e de algumas
de suas variantes, tais como o método de Barzilai-Borwein Adaptativo (ABB), sua versao alternativa ABBmin e
o método de Gradientes Conjugados tipo Barzilai-Borwein (Dai-Kou). No método SPG, foram comparadas duas
formas de implementacdo da salvaguardas, onde destas, a busca denominada modificada se sobressaiu. Apds os
testes com as diferentes salvaguardas, foram realizados testes numéricos entre os quatro algoritmos citados. Base-
ado nos resultados destes testes, concluimos que o método SPG é, no que diz respeito ao niimero de avaliacdes de
funcdo, menos eficiente comparado aos outros, porém ligeiramente mais robusto (i.e., resolveu mais problemas).
Ja com Dai-Kou € o contrario: € superior em eficicia, mas menos robusto, ficando atrds de todos os algoritmos

nesse quesito. Além disso, ABB e ABBmin apresentam resultados semelhantes em eficiéncia, mas ABB ¢ mais
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robusto.
Finalmente, foi realizada a implementagdo do algoritmo do Gradiente Estocastico (SGD) para aprendizado de
maquina, assim como uma versao alternativa que utiliza a ideia de Barzilai-Borwein (BB) para automatizar o pro-

cesso do cdlculo da taxa de aprendizagem. Nos testes realizados, a diferenga nos resultados € nitida quando é

utilizada a taxa de aprendizado utilizando a ideia de BB no algoritmo.

Este trabalho de iniciagdo cientifica servird de base para o trabalho de conclusdo de curso, onde pretende-se realizar

mais testes no contexto do aprendizado de maquina.
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